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Resume. — La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Q P ) est une bi- 
jection entre certaines representations de dimension 2 de Gal(Q p /Q p ) et certaines represen- 
tations de GL2(Q P ). Cette bijection peut en fait etre construite en utilisant la theorie des 
(f, r)-modules et des resultats d'analyse p-adique. On deduit alors des proprietes de cette 
construction quelques applications interessantes en arithmetique. 

Abstract (The p-adic local Langlands correspondence for GL2(Q P )) 

The p-adic local Langlands correspondence for GL2(Q P ) is a bijection between some 
2-dimensional representations of Gal(Q p /Q p ) and some representations of GL 2 (Q P ). This 
bijection can in fact be constructed using the theory of (ip, r)-modules and some results of 
p-adic analysis. One then deduces from the properties of this construction some interesting 
arithmetical applications. 
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Introduction 

La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL 2 (Q P ) est une bijection entre 
certaines representations de dimension 2 de Gal(Q p /Q p ) et certaines representations de 
GL 2 (Q P ). Ces representations sont a coefficients soit dans une extension finie de F p (cor- 
respondance en caracteristique p), soit dans une extension finie de Q p (correspondance 
p-adique) . 

Dans le cas de la correspondance en caracteristique p, on peut faire une liste des objets 
du cote Gal(Qp/Q p ) ainsi que du cote GL 2 (Q P ) et cela permet de definir une bijection 
numerique dont la construction est donnee dans le §TJ Dans le cas de la correspondance 
p-adique, on commence par expliquer comment faire le tri dans les representations de 
Gal(Q p /Qp) (theorie de Fontaine) et dans celles de GL 2 (Q P ) (representations « admis- 
sibles > au sens de Schneider et Teitelbaum). Ensuite, on donne les premiers exemples 
de correspondance construits par Breuil, ce qui est l'objet du §21 C'est en etudiant ces 
exemples que Colmez a compris comment construire de maniere fonctorielle cette corres- 
pondance, grace a la theorie des (<p, r)-modules. Cette construction est donnee dans le 
§21 pour les representations « triangulines ». Le §Hcontient la construction generale, ainsi 
que quelques proprietes de cette correspondance 

1. la compatibilite a la reduction modulo p, 

2. le lien avec la correspondance de Langlands locale « classique ». 
Dans le §51 nous donnons quelques applications de la correspondance, dont 

1. le calcul de la reduction modulo p des representations cristallines, 

2. la demonstration de (nombreux cas de) la conjecture de Fontaine-Mazur. 

Ce texte ne dit pas grand chose sur la motivation de ces constructions. Outre la compa- 
tibilite avec la correspondance de Langlands locale classique, une propriete tres impor- 
tante de la correspondance p-adique est sa realisation dans la cohomologie completee des 
tours de courbes modulaires (travaux en cours de redaction). Enfin, l'extension de ces 
constructions a d'autres groupes que GL 2 (Q P ) est particulierement delicate et fait l'objet 
de nombreux travaux en cours dont il serait premature de parler (voir [BrelOj). 
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Notations. — Dans tout ce texte, E designe une extension finie de Q p dont on note 
Oe l'anneau des entiers, l'ideal maximal de Oe et Ice son corps residuel. Les corps E 
et k,E sont les corps des coefficients des representations que Ton considere. 

La theorie du corps de classes local fournit une application Q p — >■ Gal(Q p /Q p ) ab dont 
l'image est dense et que Ton normalise en decidant que l'image de p est le frobenius 
geometrique. Cette application nous permet de considerer les caracteres de Q p a valeurs 
dans E x ou k E comme des caracteres de Gal(Q p /Q p ) ab . On note p,\ le caractere de Q p 
qui est non-ramifie (c'est-a-dire trivial sur Z p ) et qui envoie p sur A et on note |-| le 
caractere x (->• p~ val p( x ) oil val p (p) = 1. 

1. Representations en caracteristique p 

Dans cette section, nous donnons la classification des representations de Gal(Q p /Q p ) 
et de GL 2 (Q p ) en caracteristique p, arm de definir la correspondance dans ce cas. 

1.1. Representations de Gal(Q p /Q p ). — Soit Q p r l'extension maximale non-ramifiee 
de Q p de telle sorte que Gal(Q p /Q p r ) est le sous-groupe d'inertie Xq p de Gal(Q p /Q p ). Si 
n ^ I et d = p n — 1, alors Qp r (p 1//d ) est une extension moderement ramifiee de Q p r et 
l'application g i-)- g(p l l d ) / (p l l d ) definit par reduction modulo p un caractere co n : Iq p — > 
F p n (c'est le caractere « de niveau n » 9 p n_i du §1.7 de |Ser72j ). Par exemple, cu± est la 
restriction a Xq p de u, la reduction modulo p du caractere cyclotomique. 

Si h G Z, alors il existe une unique representation semi-simple notee ind(o;^), de 
determinant u h et de restriction a Xq p isomorphe a uj 1 ^ © © • • • © Co>jf h . La 
representation ind(u^) est alors F p -lineaire. Si x '■ Gal(Q p /Q p ) — > k% est un caractere, 
alors on note p(r, \) 1 & representation ind(cu2 +1 ) © X °i u i es ^ absolument irreductible si 
r G {0,...,p- 1}. 

Theoreme 1.1.1. - - Toute representation kE-lineaire absolument irreductible de 
dimension 2 de Gal(Q p /Q p ) est isomorphe a p(r, x) pour un r G {0, . . . ,p — 1}. 

Toute representation fc^-lineaire semi-simple de dimension 2 de Gal(Q p /Q p ) est done 
isomorphe (apres extension eventuelle des scalaires) a p(r, x) ou bien a u r fi\ © u s fi u . 

1.2. Representations de GL2(Q P ). — Nous donnons a present la classification des 
representations fc^-lineaires lisses (c'est-a-dire localement constantes) et absolument 
irreductibles de GL 2 (Q P ) qui admettent un caractere central. On identifie le centre de 
GL 2 (Q P ) a Q p . Si r ^ 0, alors Sym r k E est une representation de GL 2 (F P ) qui fournit 
par inflation une representation de GL 2 (Z p ), et on l'etend a GL 2 (Z p )Q p en faisant agir 
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p par l'identite. La representation 

• jGL 2 (Qp) C vrn ru2 

est l'ensemble des fonctions / : GL 2 (Q P ) —> Sym r k E qui sont localement constantes, 
a support compact modulo GL 2 (Z P )Q* et telles que f(kg) = Sym r (k)f(g) si 
k G GL 2 (Z p )Q p et g G GL 2 (Q P ). Cet espace est muni de Faction de GL 2 (Q P ) donnee 
par (gf)(h) = f(hg). L'algebre de Hecke 

End MGL2(Qp)] (md^g;^ Sym r fc|) 

se calcule a partir de la decomposition de GL 2 (Z p )Q p \GL 2 (Q p )/GL 2 (Z p )Q p et on peut 
montrer qu'elle est isomorphe a k E [T], ou T correspond a la double classe GL 2 (Z P )Q* • 
(g°)-GL 2 (Z p ). 

Si x '■ Qp ~^ k E es ^ un caractere lisse et si A G k E , alors on pose 

vr(r, A, x) = GLa( ^ ® ( x o det). 

C'est une representation lisse de GL 2 (Q P ), de caractere central u r X 2 . 

Theoreme 1.2.1. - - Si r G {0, . . . ,p - 1} et si (r, A) i {(0,±1), (p- 1,±1)}, alors la 
representation 7r(r, A, X ) est irreductible. 
Si A = ±1, alors on a deux suites exactes : 

— > Sp ® ° det) — >■ 7r(0, A, x) -> X/^a ° det — > 0, 

-> x/xa ° det -»■ 7r(p - 1, A, x) ->• Sp <g) (x/Ua ° det) -> 0, 

ou la representation Sp (la speciale ) ainsi definie est irreductible. 

Ce theoreme est la reunion des resultats de |BL95] et |BL94j qui traitent le cas 
A ^ et des resultats de [Bre03aJ qui traite le cas A = (les representations dites 
super singulieres) . 

Theoreme 1.2.2. — Les representations k E -lineaires lisses absolument irreductibles de 
GL 2 (Q p ) admettant un caractere central sont les suivantes : 

1. x°det; 

2. Sp <g> (x o det) ; 

3. 7r(r,A,x) ou r G {0, . . . ,p - 1} et (r, A) ^ {(0, ±1), (p - 1, ±1)}. 

Ce theoreme est demontre dans [BL95] , [BL94] et |Bre03aj . On constate alors que 
toutes les representations lisses irreductibles de GL 2 (Q P ) admettant un caractere central 
sont admissibles, c'est-a-dire que si K est un sous-groupe ouvert compact de GL 2 (Q P ), 
alors l'espace des vecteurs fixes par K est de dimension finie. 
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II existe une autre maniere de construire des representations lisses de GL 2 (Q P ), en 
utilisant l'induction parabolique. On note B 2 (Q P ) l'ensemble des matrices triangulares 
superieures de GL 2 (Q P ). Si 8\ et 5 2 sont deux caracteres lisses de Q*, alors on note <5i ©<5 2 
le caractere de B 2 (Q P ) defini par (gj) 14 5i(a)52(d). La representation 

est l'ensemble des fonctions / : GL 2 (Q P ) — > localement constantes et telles que f(bg) = 
(5 1 <g) u~ 1 52){b)f(g) si b G B 2 (Z P ) et g G GL 2 (Q P ). Cet espace est muni de Taction de 
GL 2 (Q P ) donnee par (gf)(h) = f(hg). On n'obtient pas de nouvelles representations, 
comme le precise le resultat suivant. 

Theoreme 1.2.3. — Si A G k^ et r G {0, ...,p— 1}, alors les semi-simplifiees des 
representations B(xPx/\ ® X^^Va) e ^ ^{r, \ X) son t isomorphes. 

Ces isomorphismes sont demontres dans [BL95J et |BL94] . 

Notons que la representation B(l,u) se realise (via 1'identification entre P 1 (Q P ) et 
GL 2 (Q P )/B 2 (Q P )) comme l'espace C°(P 1 (Q P ), &e) des fonctions localement constantes 
sur P 1 (Q P ), muni de Faction naturelle de GL 2 (Q P ). On trouve done par le theoreme II .2. II 
que la speciale s'identifie a Sp ~ C°(P 1 (Q P ), &£)/{constantes}. 

1.3. La correspondance semi-simple modulo p. — Toute representation k^- 
lineaire semi-simple de dimension 2 de Gal(Q p /Q p ) est (apres extension eventuelle des 
scalaires), soit absolument irreductible et done de la forme p(r,x) P ar l e theoreme II. 1.1 [ 
soit une somme de deux caracteres et de la forme (u r+1 p>\ © Pi/\) ® X avec A G fcg et 
rG{0,...,p-2}. 

La correspondance entre representations fc^-lineaires semi-simples de dimension 2 de 
Gal(Q p /Q p ) et representations fc^-lineaires semi-simples lisses de GL 2 (Q P ), est definie 
par Breuil dans |Bre03a] comme suit 

p(r,x) 7r(r,0,x), 
(u r+1 p x © fii/x) ® X vr(r, A, X ) ss ®n([p-3-r], 1/A, u r+1 X f s , 

ou [p — 3 — r] est le represent ant de p — 3 — r mod p — 1 dans {0, . . . , p — 2} et < ss » veut 
dire semi-simplifiee. Du cote GL 2 (Q P ), les objets peuvent etre de longueur 1, 2, 3 ou 4. 

Theoreme 1.3.1. — La correspondance ci-dessus est bien definie. 

II s'agit de verifier que des parametres (r, A, X ) differents qui donnent des representations 
isomorphes d'un cote donnent des representations isomorphes de l'autre cote. On sait 
par exemple que les seuls entrelacements entre les p(r, X ) sont 

p(r, x) = P(r, x/x-i) =p(p-l-r, x^l = p(p - 1 - r, xw T fi-i), 
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et que de meme les seuls entrelacements entre les ir(r, 0, x) son t 

7r(r, 0, x) = 7r(r, 0, x/i-i) = 7r(p - 1 - r, 0, x^ r ) = vrQo - 1 - r, 0, 

La correspondance ci-dessus a ete definie par Breuil, en se fondant sur les calculs de 
reduction modulo p rappeles au §2.31 En etant plus soigneux, on peut aussi definir une 
correspondance sans semi-simplifier. 

2. Representations en caracteristique 

Dans cette section, nous rappelons la theorie de Fontaine pour les representations p- 
adiques de Gal(Q p /Q p ), et la theorie de Schneider et Teitelbaum pour les representations 
de GL 2 (Q P ). Ensuite, nous donnons les premiers exemples de la correspondance p-adique. 

2.1. Theorie de Hodge p-adique. — II est facile de faire la liste des representations 
/cE-lineaires de dimension 2 de Gal(Q p /Q p ), mais l'etude des representations i?-lineaires 
de ce groupe est plus compliquee car il y en a beaucoup. De maniere plus precise, si Ton se 
donne une representation /c^-lineaire W de dimension 2 de Gal(Q p /Q p ), alors les resultats 
de [Maz89j montrent que l'ensemble des representations E'-lineaires V qui admettent un 
Ce-reseau T stable par Gal(Q p /Q p ) avec T/m^T = W est en general l'ensemble des 
C^-points d'un espace rigide de dimension 5. 

L'objet de la theorie de Hodge p-adique est de faire le tri dans ces representations, 
et de decrire aussi explicitement que possible celles qui proviennent de la geometrie 
arithmetique. Pour cela, Fontaine a introduit dans [Fon94aJ un certain nombre d'an- 
neaux B cris C B st C B dR qui sont des Q p -algebres topologiques munies d'une ac- 
tion de Gal(Q p /Q p ). L'anneau BdR est muni d'une filtration et l'anneau B st est muni 
d'un frobenius ip et d'un operateur de monodromie tels que N o ip = pip o ; en- 
fin, on a B cris = B^ =0 . Si V est une representation i^-lineaire de Gal(Q p /Q p ) et si 
* G {cris, st, dR}, alors on pose D*(V) = (B„ ®q p V) Gk . On peut montrer que D*(V) 
est un _E-espace vectoriel de dimension ^ dim^(V r ) et on dit que V est cristalline ou 
semi-stable ou de de Rham si Ton a egalite pour * egal a cris ou st ou dR. 

Le .E-espace vectoriel D dR (V) est alors muni d'une filtration par des sous-espaces E- 
lineaires, l'espace D st (V) C D dR (V) est un (<p, iV)-module filtre et D cris (^) = D st (V) N=0 . 
Si D est un (<p, A r )-module filtre, alors on definit tjv(-D) comme etant la valuation p-adique 
de ip sur det(D) et tn(D) comme etant l'unique entier h tel que Fi\ h (det(D)) = det(D) 
et Fil ft+1 (det(D)) = {0}. On dit que D est admissible si t H (D) = t N (D) et si t H (D') ^ 
tjv(-D') pour tout sous-objet D' de D. 
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Theoreme 2.1.1. - - Si V est une representation semi-stable de Gal(Q p /Q p ), alors 
DstCV) est un ((p,N) -module filtre admissible et le foncteur V h» D st (V) donne une 
equivalence de categories de la categorie des representations semi-stables vers la categorie 
des ((p, N) -modules filtres admissibles. 

Le fait que D st (V) est admissible et que le foncteur V D st (V) est pleinement 
fidele est demontre dans [Fon94cj . Le fait que tout module admissible provient d'une 
representation semi-stable est le resultat principal de |CF00j . L'interet de ce theoreme 
est que pour se donner une representation semi-stable, il suffit de se donner un (<£>, N)- 
module filtre admissible, qui est un objet tout a fait explicite. 

2.2. Representations admissibles de GL 2 (Q P ). — Les representations de GL 2 (Q P ) 
qui nous interessent sont les GL 2 (Q P ) -banach unitaires, c'est-a-dire les espaces de Banach 
B munis d'une action continue de GL 2 (Q p ) et dont la topologie est definie par une norme 
||-|| telle que Hs^u)!! = \\v\\ quels que soient g G GL 2 (Q p ) et v G B. 

Si B est un tel objet, alors Ob = {b G B tels que ||6|| ^ 1} est stable par GL 2 (Q P ) et 
done B = Ob/vr-bOb est une representation fc^-lineaire lisse de GL 2 (Q P ). On dit comme 
dans [ST02J qu'un GL 2 (Q p )-banach unitaire B est admissible si B est admissible au sens 
usuel, c'est-a-dire que si K est un sous-groupe ouvert compact de GL 2 (Q P ), alors B K est 
de dimension finie. Si B est de longueur finie, alors la semi-simplifiee de B ne depend 
pas du choix de la norme par le principe de Brauer-Nesbitt, et on l'appelle par abus de 
langage la reduction modulo de B. 

Si Ton prend par exemple B = C°(P 1 (Q P ), E), alors B est un GL 2 (Q p )-banach unitaire 
admissible. L'espace B contient de maniere evidente les constantes et la Steinberg est 
par definition St = C°(P 1 (Q P ), i?) /{constantes}. C'est une representation irreductible 
admissible de GL 2 (Q P ), dont la reduction modulo est la speciale Sp. 

Si B est un GL 2 (Q p )-banach unitaire et si v G B, alors on a une fonction GL 2 (Q P ) — ► B 
donnee par g \-t g(v) et on dit que v est localement analytique si g \-> g{y) l'est. On dit 
de meme que v est localement algebrique si g i— > g(v) est localement un polynome en a, 
b, c, d et (ad — bc)^ 1 oil g — et que v est localement constante (c'est-a-dire lisse) 

si g i — y g(v) Test. On note B an , B alg et B llsse les sous-espaces vectoriels correspondants de 
B. En general, on peut tres bien avoir B alg = {0} et B llsse = {0}, mais on a le resultat 
suivant qui est demontre dans [ST03J. 

Theoreme 2.2.1. - - Si B est un GL 2 (Q P ) -banach unitaire admissible, alors B an est un 
sous-espace dense dans B. 
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Ce resultat est a comparer avec le theoreme correspondant de Vigneras dans |ViglO| , 
concernant les representations £-adiques de groupes p-adiques avec t ^ p. Dans ce cas, 
les vecteurs lisses forment deja un sous-espace dense. 

2.3. Premiers exemples. — Avant d'expliquer au $3] la construction generale de la 
correspondance de Langlands p-adique pour GL 2 (Q p ), nous donnons ici les premiers 
exemples historiques, construits par Breuil dans [Bre03bJ ct [Bre04j. 

Commengons par le cas cristallin. On se donne un entier k ^ 2 et un nombre a p G m#- 
On associe a ces donnees le (^-module filtre Dk, ap = Ee± © Ee% ou 

, v (D k , ap sH<0, 

Ma%) = k -i a et Fil l D k , ap = lEe x si 1 < % < k - 1, 
V P/ [{0} sii^k. 

Ce yj-module filtre est admissible, et il existe done une representation cristalline Vk,a p 
telle que Deris (V^) = -Dfc,a p - Si x '■ Gal(Q p /Q p ) — > est un caractere, alors on note 

V k ,a p , X = Vk,a p ® X- 

Theoreme 2.3.1. - - Toute representation cristalline absolument irreductible de 
dimension 2 de Gal(Q p /Q p ) est de la forme Vk,a p , x avec k ^ 2, a p <E trie et 
X '■ Gal(Q p /Q p ) — > un caractere cristallin. De plus, les seuls isomorphismes entre ces 
representations sont donnes par V^ a x = Vfc j _ apjXAt _ 1 . 

Si k ^ 2, soit Synio" 2 £ 2 la representation Sym k ' 2 E 2 de GL 2 (Z p ), etendue a GL 2 (Z p )Q* 
en envoyant p sur l'identite. On pose alors 

IW = 2i r _ ® (X o det), 

ou T est un operateur de Hecke defini comme en 11.21 Cette representation est alors 
localement algebrique, irreductible si a p ^ ±(p k ^ 2 + p k ^ 2 ~ 1 ), et peut se realiser comme le 
produit tensoriel d'une representation algebrique par une representation lisse 

U k , ap , x = Sym*- 2 ^ 2 ® indg^VAi ® ® (x ° det), 

ou Ai et A 2 sont les racines de X 2 — a p X + p k ~ 1 = 0. Enfin, les seuls isomorphismes entre 
ces representations sont donnes par Hk, ap , x — Hk,-ap,xn-i- 

Theoreme 2.3.2. - - La representation Hk,a p , x admet un reseau de type fini stable sous 
GL 2 (Q P ) ; et son complete pour ce reseau est un GL 2 (Q p )-6anac/j unitaire admissible et 
topologiquement irreductible. 

Notons que deux reseaux de type fini sont commensurables et donnent done des 
completes isomorphes. Le complete de Hk,a p , x es ^ topologiquement irreductible y compris 
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quand Hk,a p ,x es ^ reductible (ce qui se produit pour a p = ±(p k ^ 2 + p k ^ 2 ~ 1 )). Le theoreme 
12.3.21 avait ete conjecture par Breuil, et demontre pour k ^ 2p dans le §3.3 de [Bre03b] . 
La demonstration consistait a trouver explicitement un reseau et a calculer sa reduction 
modulo m E - Une demonstration generale est donnee dans [BB10] (le cas a p 
pose un probleme particulier, voir [Pas09j). 

Theoreme 2.3.3. — La semi-simplifiee V k,a p , x de la reduction modulo xvie de Vk,a p , x 
correspond (via la correspondance du Q1.3\) a la semi-simplifiee U.k )aptX de la reduction 
modulo xue de Tlk,a p , x - 

Ce resulat suivait des calculs de Breuil dans tous les cas ou Vk, ap , x etait connu a l'epoque 
(soit par la theorie de Fontaine-Laffaille de |FL82j . soit par des calculs informatiques 
explicites d'exemples comme dans SS02 ). et renforgait l'idee que les Hk,a p , x etaient 
les bons objets. Le theoreme 12.3.31 a ete demontre en toute generality dans [BerlOj en 
s'appuyant sur les constructions de [BB10] rappelees en 13.31 

Breuil a par ailleurs donne dans |Bre04j une construction similaire pour des represen- 
tations semi-stables non cristallines. Si k > 2 et C e E, soit D^c le (<p, iV)-module filtre 
D k ,c = Ee! © Ee 2 avec Mat(iV) = ( ? g ) et 

Ma%) = ^i) et FiVD k>c 

Ce (<£>, iV)-module filtre est admissible et il existe done une representation semi-stable 
V k ,c telle que D st (V£ c ) = D k ,c- 

Soit log £ le logarithme p-adique normalise par log c (p) = £ et W(C) la E- representation 
de dimension 2 de B 2 (Q P ) donnee par 

a b \ ( l l °£c( a / d ) 
d) \0 1 

ce qui fait que W(jC) est une extension non-scindee de E par E. Si 5k : B 2 (Q P ) — > E x est 
le caractere qui a (g h d ) associe \ad\^ k ~ 2 ^ 2 d k ~ 2 , alors on pose W(k, C) = W{C) £g> 5k et on 
a une suite exacte 

ind S 2 Q?) p) ^ ™4^ymk, c) a ™d^f5k -> o. 

Par ailleurs, on peut montrer que la representation Sym k ~ 2 E 2 <g> |det | C fe— 2 )/ 2 est une sous- 
representation de indg^Q^ 5fe et on definit 

E(k,C) 




s-^Sym^E 2 ® 


det| 


(fc-2)/2\ 


Sym k ~ 2 E 2 ® 


det|( A 


;-2)/2 
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Les analogues des theoremes 12.3.21 et 12.3.31 sont alors vrais : la representation £(&,£) 
admet un reseau stable sous GL 2 (Q P ), et le complete B(k, C) de E(/c, C) est un GL 2 (Q P )- 
banach unitaire admissible topologiquement irreductible. De plus, la semi-simplifiee de 
la reduction de V^c modulo correspond a la semi-simplifiee de celle de B(k, C) via la 
correspondance du §1.31 (voir |BM10] pour des cas particuliers, qui ont eux aussi renforce 
l'idee que les B(k, C) etaient les bons objets ; ce resultat est demontre en toute generality 
dans [B erlO] en s'appuyant cette fois sur les constructions de [CollObj rappelees en !3.3p . 

3. La serie principale unitaire 

Dans cette section, nous rappelons la theorie des (</?, r)-modules de Fontaine, puis nous 
expliquons son application a la construction de modeles de la restriction a B 2 (Q p ) des 
representations de GL 2 (Q p ) associees aux representations p-adiques « triangulines ». 

3.1. Les (ip, r)-modules. — La theorie des (<p, r)-modules de Fontaine, introduite 
dans |Fon90] . permet de decrire toutes les representations p-adiques de Gal(Q p /Q p ) au 
moyen de modules sur des anneaux de series munis de certains operateurs. 

Soit £t le corps des series f(X) = Xlnez a nX n oil a n G E, la suite {a n } neZ est bornee et 
il existe p(f) < 1 tel que f(X) converge sur p(f) ^ \X\ < 1. Cet anneau peut etre muni 
de deux topologies : d'une part la topologie p-adique (la norme de Gauss), et d'autre 
part la topologie LF consistant a mettre sur chaque £^ p (les f(X) qui convergent sur 
p ^ \X\ < 1) la topologie de Frechet de la convergence uniforme sur les couronnes du 
type p ^ \X\ ^ a pour a < 1. 

Le complete de £^ pour la topologie p-adique est le corps local £ des series f(X) = 
Snez a nX n ou a n G E, la suite {a„}„ e z est bornee et a_ n — > quand n — > +oo. On note 
0\ et Os les anneaux des entiers de £^ et de £ pour la norme de Gauss. 

Le complete de £^ pour la topologie LF est I'anneau de Robba 1Z des series f(X) = 
^2nez a nX n oil a n G E et il existe p(f) < 1 tel que /(X) converge sur p(f) ^ \X\ < 1. 

Soit T un groupe isomorphe a Z*, dont on note [a] l'element correspondant a 
a G Zip . Tous les anneaux ci-dessus sont munis d'un frobenius ip defini par y?(/)(X) = 
f((l + X) p - 1) et d'une action de T donnee par ([a]f)(X) = f((l + X) a - 1). 

Definition 3.1.1. — Si A est l'un des anneaux £^ ou £ ou 1Z, alors un (<£>, T) -module 
sur A est un A-module libre de rang fini d, muni d'un frobenius semi-lineaire <p tel que 
Mat((^) G GL<i(A) et d'une action semi-lineaire et continue de T qui commute a ip. 

On dit qu'un (tp, r)-module sur A est etale s'il en existe une base dans laquelle Mat((^) G 
GL d (Cj) (si A est £ f ou K) ou dans laquelle Mat(p) G GL d (O s ) (si A = £). 
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Si est un (<p, r)-module sur S\ alors D = £ est un (<p, r)-module sur £ et 

Drig = "R> ®ft est un (<p, r)-module sur 1Z. De plus, si est etale, alors D et D rig le 
sont aussi. 

The.ore.rae 3.1.2. - - Les foncteurs 4 D et H> D r i g sont des equivalences 
de categories, de la categorie des (<p,T) -modules etales sur E\ vers la categorie des 
(<p,T) -modules etales sur £ et surlZ. 

Le fait que i— > D est une equivalence de categories (la < surconvergence > des 
(ip, r)-modules sur £) est le resultat principal de |CC98j . Le fait que i-> D rig est une 
equivalence de categories est demontre dans |Ked 04j . 

II existe un anneau £ nr defini par exemple dans [Fon90] (c'est le complete de 
l'extension maximale non-ramifiee de £), qui est muni d'un frobenius ip et d'une action 
de Gal(Q p /Q p ) et qui contient £, ce qui fait que si D est un (<p, r)-module sur £, alors 
V(D) = (£ nr ®£ D)^" 1 est un S-espace vectoriel, muni de Faction de Gal(Q p /Q p ) donnee 
par g(x <g> d) = g(x) <g> [x C yci(#)](d). 

Theoreme 3.1.3. - - Si D est un (ip,T) -module etale de dimension d sur £, alors 
V(D) est une representation E-lineaire de dimension d de Gal(Q p /Q p ) et le foncteur 
qui en resulte, de la categorie des (<£>, T) -modules etales sur £ vers la categorie des 
representations E-lineaires de Gal(Q /Q p ), est une equivalence de categories. 

Afm de faire le lien entre les ((p, r)-modules et les representations de GL 2 (Q P ), il faut 
construire un certain operateur note if). Si A est l'un des anneaux £^ ou £ ou 1Z, alors A 
est un 93(^4)-module libre de rang p engendre par {(1 + X) J } ^ p _i. Si / G A, on peut 
done ecrire / = Y^=o f(fi)(^ + -^0* e ^ on P ose i'(f) = fo- Si D est un (ip, r)-module sur 
A, alors il en existe une base de la forme {<p{ei)}i^d et si y G D, on peut done ecrire 
V = T^LiVMei) et on pose ip(y) = Eti^(^) e i- 

Proposition 3.1. 4- - - L 'operateur ip ainsi defini ne depend pas des choix, commute a 
faction de T, et verifie ip((p(f)y)) = ftp(y) et if)(f(p(y)) = ip(f)y si f G A. 

Le point de depart de la construction de la correspondance de Langlands p-adique pour 
GL 2 (Q P ) en utilisant les (ip, r)-modules est le suivant. Si D est un (ip, r)-module sur £ et 
si S : E x est un caractere continu, notons D Ms Q p l'ensemble des suites {x^ n '} n€ z 

d'elements de D telles que ?/>(a;( n+1 )) = x^ pour tout n. On munit D Ms Q p d'une action 
de B 2 (Q P ) en decidant que si x G D Ms Q p , alors 

1. g ( x )(") = 5(a) ■ x^ si g = (g °) avec a G Q p ; 

2. g(x)^ = [a]{x^) si g = ( g °) avec a G Z x ; 
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3. g(x)^ = x( n+fc ) si g = (p & °) avec fc G Z ; 

4. #(z)( n ) = (1 + X) c p™ • si 5 = (I f ) et cp n G Z p . 

Cette definition est donnee dans [CollOdj . L'idee est alors d'etendre cette action de 
E>2(Q P ) a une action de GL 2 (Q P ). Cette strategic marche particulierement bien pour les 
representations <k triangulines » de dimension 2, que nous etudions dans le §3.31 

3.2. Pentes des (^-modules sur l'anneau de Robba. — Un ingredient important 
de la construction de la « serie principale unitaire » du §3.31 est la theorie des pentes de 
frobenius pour les (^-modules sur 1Z, theorie due a Kedlaya et developpee dans |Ked04] . 
On dit qu'un yj-module sur 1Z est pur de pente a/h s'il en existe une base dans laquelle 
M&t(p~ a (p h ) G Gh d (0\) (par exemple, etre etale est equivalent a etre pur de pente nulle). 
Un module pur d'une certaine pente est dit isocline. Le resultat principal de la theorie 
des pentes est le theoreme 6.10 de [Ked04j. 

Theoreme 3.2.1. — Si D est un if -module sur TZ, alors il admet une unique filtration 
{0} = D C Di C ■ ■ ■ C Df = D par des sous-ip -modules satures, verifiant 

1. pour tout i ^ 1, le module Dj/Dj_! est isocline; 

2. si Si est la pente de Dj/Dj_ 1; alors si < s 2 < • • • < Si- 

Comme la filtration est unique, si D est en plus un (if, r)-module, alors les Dj sont eux 
aussi des (ip, r)-modules. 

Un point delicat mais crucial de la theorie des pentes est qu'un yj-module sur 1Z qui 
est pur de pente s n'admet pas de sous-objet de pente < s par le theoreme I3.2.1[ mais 
peut tres bien admettre des sous-objets satures de pente > s. 

3.3. La serie principale unitaire. — Si V est une representation p-adique, alors en 
combinant les theoremes l3.1.3l et 13.1.2} on peut lui associer le (ip, r)-module etale D rig (V) 
sur 7Z, qui est un objet de la categorie de tous les (if, r)-modules sur 1Z. 

Definition 3.3.1. — On dit qu'une representation p-adique V est trianguline si D r i g (V) 
est une extension successive de (if, r)-modules de rang 1 sur 7Z. 

En utilisant les resultats de [Ber02j qui font le lien entre la theorie de Hodge p-adique 
et la theorie des (if, r)-modules, on peut montrer le resultat suivant. 

Theoreme 3.3.2. — Les representations semi-stables sont triangulines. 

Si 5 : Qp E x est un caractere continu, alors w(5) = log p 5(u)J log p u ne depend pas 
de u G 1 + pZ p et est appele le poids de 5. La pente de 5 est u(8) = va\ p (5(p)). 



LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS LOCALE p-ADIQUE POUR GL 2 (Q P ) 



13 



On definit 71(5) comme etant le (<p, r)-module de rang 1 engendre par e$ avec 
<p(es) = 6(p)es et [a](es) = 5(a)es- La pente de 71(6) au sens du §3.21 est alors bien u(6). 

Theoreme 3.3.3. - - Tout (if, Y) -module de rang 1 sur 71 est isomorphe a 71(6) pour 
un caractere 6 : Q* — > E x . 

Si V est une representation trianguline de dimension 2, alors D rig (V) est une extension 
de deux (ip, r)-modules de rang 1 et on a done une suite exacte 

K(6 X ) -> D rig (U) ->• K(6 2 ) 0. 

Le fait que D rig (V) est etale force les relations u(6\) + u(6 2 ) = et (a cause du theoreme 
13.2. ip u(5i) ^ 0. Si u(5i) = u(6 2 ) = 0, alors lZ(6i) et 71(62) sont etales et V elle-meme 
est extension de deux representations. 

Theoreme 3.3.4- — ^ e ^ 82 : Qp E x sont deux caracteres continus, alors 
Ext 1 (71(62), 7l(6i)) est unE -espace vectoriel de dimension 1, sauf si 6\6 2 est de la forme 
x~ l avec i ^ 0, ou de la forme \x\x l avec i ^ 1; dans ces deux cas, Ext 1 (11(62) , 7t(8\)) 
est de dimension 2. 

Ce theoreme est demontre dans [C0IO8J. On note alors S l'espace S = {(5\, 62, £)} ou 
C = 00 si ^i^ 1 n'est pas de la forme x~ l avec % ^ 0, ni de la forme \x\x % avec % ^ 1, et 
C G P 1 (E) sinon. Une version constructive du theoreme 13.3.41 ci-dessus permet d'associer 
a tout s G S une extension non-triviale D rig (s) de 71(62) par 71(5 1), et reciproquement. 

Si s G S, alors on pose w(s) = w(6x) — 10(62)- On definit 5* comme l'ensemble des s G S 
tels que u(8i) + u(5 2 ) = et u(5i) > et on pose alors u(s) = u(5i) si s G 5*. On definit 
les ensembles « cristallins », <c semi-stables » et « non-geometriques > de parametres. 

1. iS£ ns = {s G 5„ tels que ^ 1 et w(s) < et £ = 00} ; 

2. iSf = {5 6 5* tels que tu(s) ^ 1 et u(s) < w(s) et C 7^ 00} ; 

3. 5f g = {s G 5» tels que n'est pas un entier ^ 1} ; 

4. S irr = 5f is U «Sf U <S»s. 

Theoreme 3.3.5. — Si s G iSi rr; a/ors D rig (s) es£ etale et irreductible. Si V(s) est la 
representation trianguline associee, alors V(s) = V(s') si et seulement si s G S^ ris et 
8 > = ( x ™(s)S 2 ,x- w ^6 1 ,oo). 

Toutes les representations triangulines absolument irreductibles s'obtiennent ainsi 
(quitte a etendre les scalaires) et V(s) devient cristalline (ou semi-stable) sur une 
extension abelienne de Q p apres torsion eventuelle par un caractere si s G S^ ris (ou si 
s G Sf), tandis qu'elle n'est pas de de Rham si s G <S° g . Un ingredient important de 
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la demonstration du theoreme 13.3.51 donnee dans [C0IO8] est la theorie des pentes des 
(^-modules sur 1Z rappelee au §3.21 

Nous expliquons a present la construction des representations II (s) de GL 2 (Q P ) as- 
sociees as£ <S irr . On note log £ le logarithme normalise par \og c {p) = £ (si C = 00, on 
pose log^ = valp) et si s G <S, on note S s le caractere (xlxl) -1 ^^ ■ Si s G Si Tr alors on 
ne peut avoir C 7^ 00 que si 8 S est de la forme x % avec i ^ 0. On peut definir la notion 
de fonction de classe C u pour u G Rj»o (voir |CollOaj ). generalisant le cas u G Z^ . On 
note B(s) l'ensemble des fonctions / : Q p — >■ E qui sont de classe C u w e t telles que 
x 1 — ^ 8 s (x)f(l/x) se prolonge en en une fonction de classe C u ^ s \ L'espace B(s) est alors 
muni d'une action de GL 2 (Q p ) donnee par la formule suivante 



a b 
c d 



f 



(y) = (x\x\5 l ^(ad - be) ■ 8 s {cy + d) ■ f 



ay + b 
cy + d 



L'espace M(s) est defini par 

1. si 5 S n'est pas de la forme x % avec i ^ 0, alors M(s) est l'espace engendre par 1 et 
par les y M- S s (y — a) avec a G Q p ; 

2. si 5 S est de la forme x % avec % ^ 0, alors M(s) est l'intersection de B(s) et de l'espace 
engendre par y h->- 5 s (y — a) et y ^ d s (y — a) log c (y — a) avec a G Q p . 

On pose enfin II(s) = B(s)/M(s) oil M(s) est l'adherence de M(s) dans B(s). 

Theoreme 3.3.6. - - Si V(s) = Vk t a p ,x' o/ors on a un morphisme GL^Qpj-equivariant 
^-k,a p<x ~~ n(s) dont Vintage est dense, et si V(s) = V^c, alors on a un morphisme 
GL 2 (Q P ) -equivariant H(k,C) — >■ n(s) eicmi Vimage est dense. 

Ce theoreme n'exclut pas a priori que II (s) soit nul. On a cependant le resultat suivant, 
qui implique alors le theoreme 12.3.21 et son analogue semi-stable. On note 5 le caractere 
(x\x\)~ 1 8i8 2 . 

Theoreme 3.3.7. - - Si s G Si„, alors on a un isomorphisme de representations de 
B 2 (Q P ) entre IL(s)* ® 5 et l'ensemble des suites bornees de D(V(s)) Kl<5 Q p . 

Ce theoreme avait tout d'abord ete montre par Colmez pour s G <S^ puis par Breuil et 
moi-meme pour s G S^ ns et enfin par Colmez pour s G S^ s (voir [BB10] et |Coll Ob|). 
Si s G iS™ ls et s' = (x w ^S 2 , x~ w ^5i, 00), alors n(s) = n(s') et on a done deux manieres 
de construire cet espace. L'entrelacement entre n(s) et n(s') peut alors s'interpreter en 
termes de la filtration sur D cris (V A (s)). 



Corollaire 3.3.8. - - Le GL 2 (Q P ) -banach unitaire n(s) est non-nul, topologiquement 
irreductible et admissible. 
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Le theoreme 13.3.71 implique que II(s) est non-nul car si y G D(V(s))^ =1 , alors la suite 
constante de terme y appartient a D(V(s)) Q p et on peut montrer que D^ =1 7^ pour 
tout (<p, r)-module etale D. Les deux autres proprietes se deduisent de meme de la theorie 
des (<f, r)-modules. 

Remarque 3.3.9. — On peut montrer que si D est un (<£>, r)-module etale, alors il 
existe un 0£[X]-module « petit » D' C D tel que, si x G D Kl 5 Q p est une suite bornee, 
alors x (n) G D tt pour tout n. Si D = £, alors on peut prendre = X 1 OeIX}[1/p]. 

4. La correspondance pour GL 2 (Q P ) 

Cette section contient la construction generale de la correspondance, ainsi que plusieurs 
de ses proprietes. 

4.1. Les foncteurs de Colmez. — Inspire par ses constructions rappelees au §3.31 
Colmez a construit dans |CollOc] deux foncteurs D(-) et II(-). Le foncteur D(-) associe a 
un GL 2 (Q p )-banach unitaire admissible II un (<£>, r)-module etale D(I1) sur £. Le foncteur 
LT(-) associe a un (</?, r)-module etale D absolument irreductible et de dimension 2 sur £ 
un GL 2 (Q p )-banach unitaire absolument irreductible et admissible LE(D). 

Construction de IT y D(I1) : si II est un GL 2 (Q p )-banach unitaire admissible, alors on 
definit un certain sous-espace W de II stable sous Taction du monoide P = ( z p\^ z p ) 
ce qui fait que si Dw est le dual de W, alors Dw est une representation de P. On peut 
done munir D w d'une structure de C^jXj-module par (1 + X) z ■ v = (lf)v, d'une 
action de T par [a](v) = (q ®)v et d'un frobenius ip par <p(v) = (jjj)w. On pose alors 
D(n) = £ ®o E {x\ Dw et on verifie que D(LI) est un ((p, r)-module etale sur £. 

Construction de D 1— > LI(D) : si D est un (ip, r)-module etale sur £ et si 5 est un 
caractere, alors D M$ Q p est l'espace dont on a rappele la definition a la fin de 13. 1[ 
Colmez a generalise cette construction en defmissant un faisceau U 1 — D Kl^ f/, avec des 
applications Res^/ : D KI5 V — > D U si U C V sont des ouverts de Q p . On a par exemple 
DB*Z P = D et Res Zp est l'application x = {x (n) }„ eZ H> x (0) . On a aussi D^Z* = D^ =0 , 
l'application Res z x : D Kl^ Z p — > D Kl^ Z* etant donnee par 1 — (pip. Colmez a alors defini 
par une formule explicite assez compliquee une application ws : D Z* — > D Kl^ Z* 
qui correspond moralement a l'application x 1— > 1/x de Z* — > Z* . Cette application lui 
permet de definir D Kl^ P 1 comme l'ensemble des (x±, x 2 ) avec xi, x 2 G D Kl^ Z p verifiant 
Res z x(xi) = W5(Res z x (x 2 )). On dispose alors d'une application ResQ p : D IE 5 P 1 — »■ 
D KI5 Q p et Paction de B 2 (Q P ) sur D Q p s'etend assez naturellement en une action de 
GL 2 (Q P ) sur D P 1 (on a par exemple ("J) (xi, x 2 ) = (x 2 , £1)). 
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Ces constructions marchent quelle que soit la dimension de D, mais D Ms P 1 n'est pas 
le genre d'objet que l'on cherche a construire (il est trop gros). Notons (D Ms P 1 ) bor le 
sous-module des x G D Ms P 1 tels que ResQ p (x) est une suite bornee de D Ms Q p . 

The.ore.rae 4-1-1- - - Si D est un (ip,T) -module etale absolument irreductible et de di- 
mension 2 sur £ et si 5 est le caractere (x\x\)~ l det(D) alors 

1. (D Ms P 1 )^ est stable sous V action de GL 2 (Q p ) ; 

2. si 11(D) = Dlj P7(D M s P l ) hor , alors (D M 5 P 1 )^ est isomorphe a n(D)* ® 5 ; 

3. on a un isomorphisme D(II(D)) = D <g> 5~ l . 

Si D n'est pas de dimension 2, alors (DK],5P 1 ) bor n'est en general pas stable par GL 2 (Q P ) 
et le theoreme est done specifique a la dimension 2. De plus, la demonstration du (1) est 
assez detournee, puisqu'elle est fondee sur le fait que le (1) est vrai pour les representations 
triangulines par le theoreme 13.3.71 et que comme les representations triangulines forment 
un sous-ensemble Zariski-dense de toutes les representations p-adiques, le resultat s'etend 
par continuite (methode suggeree par Kisin). 

En utilisant l'equivalence de categories entre representations p-adiques et (<p, T)- 
modules etales, on peut done associer a toute representation i?-lineaire absolument 
irreductible de dimension 2 de Gal(Q p /Q p ) un GL 2 (Q p )-banach unitaire absolument 
irreductible et admissible II(V). Le resultat suivant de [Pa s 10] (valable si p ^ 5) nous 
dit quels GL 2 (Q p )-banach on obtient de cette maniere. 

Theoreme ^.1.2. - - Un GL 2 (Q P ) -banach unitaire absolument irreductible et admis- 
sible II est de la forme II( V) avec V absolument irreductible de dimension 2 si et seule- 
ment si IT n'est pas un sous-quotient d'une induite d'un caractere unitaire de B 2 (Q P ). 

Corollaire 4-1-3. - - La correspondance de Langlands p-adique pour GL 2 (Q P ) donne 
une bisection entre les deux ensembles suivants de E -representations 

1. les representations absolument irreductibles de dimension 2 de Gal(Q p /Q p ) 

2. les GL 2 (Q p ) -banach unitaires absolument irreductibles et admissibles qui ne sont pas 
un sous-quotient d'une induite d'un caractere unitaire de B 2 (Q P ). 

Le resultat principal de [KislOj nous dit par ailleurs que la plupart des representations 
i?-lineaires reductibles de dimension 2 de Gal(Q p /Q p ) sont dans l'image du foncteur 
D(-) compose avec l'equivalence de Fontaine (l'idee est la aussi de se ramener au cas des 
triangulines par un argument de continuite). On peut alors etendre la correspondance 
aux representations reductibles de dimension 2 de Gal(Q /Q p ). 
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4.2. Proprietes de la correspondance. — La correspondance de Langlands p- 
adique pour GL 2 (Q P ) jouit d'un certain nombre de proprietes, qui ont d'ailleurs guide sa 
construction. 

Tout d'abord, elle est compatible a la correspondance en caracteristique p du §1.31 
par reduction modulo m^. En effet, dans |BerlO] il est demontre que si est la 

representation de GL 2 (Q p ) associee a une representation /c s -lineaire W de Gal(Q p /Q p ) 
par la correspondance du §1.31 alors la restriction a B 2 (Q P ) de n(W)* ® 5 est isomorphe 
a l'ensemble des suites bornees de D(VT) Q p apres semi-simplification. En reduisant 
modulo m.E l'isomorphisme entre 11(D)*® 5 et (DH^P 1 ) 1301 du theoreme 14.1.11 on obtient 
le resultat suivant. 

Theoreme 4-2.1. — Si V est une representation E-lineaire absolument irreductible de 
dimension 2 de Gal(Q p /Q p ), alors V correspond a II(V) par la correspondance du Hi. eft 

Ensuite, la correspondance permet de retrouver la correspondance de Langlands locale 
<k classique > demontree par Harris et Taylor dans |HT01j et par Henniart dans [H enOOj 
(mais construite bien avant par Tunnell dans [Tun78] pour GL 2 (Q P )). Cette correspon- 
dance est une bijection entre des representations du groupe de Weil-Deligne de Q p et 
des representations lisses admissibles de GL 2 (Q p ). Si D est une representation de Weil- 
Deligne de Q p , on note Lisse(-D) la representation de GL 2 (Q P ) associee. Si D est de plus 
munie d'une filtration de poids a < b, alors on note Alg(D) la representation algebrique 
Sym b_a_1 E 2 ® det a . Si V est une representation de Gal(Q p /Q p ) qui est potentiellement 
semi-stable, alors une generalisation des constructions du §2.11 permet de lui associer 
un (ip, N, GQ p )-module filtre D pst (V) et done comme dans [Fon94 b] une representation 
de Weil-Deligne et un module filtre. On note Lisse(V) et Alg(V) les representations de 
GL 2 (Q P ) que Ton en deduit. Rappelons que si II est un GL 2 (Q p )-banach unitaire, alors 
n alg a ete defini au 

Theoreme 4-2.2. — Si V est une representation E-lineaire absolument irreductible de 
dimension 2 de Gal(Q /Q p ), alors II(V) alg ^ {0} si et seulement si V est potentiellement 
semi-stable a poids distincts a < b. Dans ce cas, on a II(V) alg = Alg(V) ® Lisse(^). 

Ce theoreme est montre dans [CollOcj (en utilisant les resultats de [EmelOj si V n'est 
pas trianguline) et nous ramene aux premiers exemples de la correspondance puisque 
les espaces LTfc j0 x du §2.31 pouvaient aussi etre definis (si a p ^ ±(p fc//2 + p k / 2 ~ 1 )) par 
n fc ,a p , x = Alg(V kjap>x ) ® Lisse(V r fc , apiX ). 

Le theoreme 12.2.11 montre que n(D) an est dense dans 11(D) et le resultat suivant, lui 
aussi montre dans [CollOcj, indique comment retrouver II(D) an en termes de la definition 
de n(D) donnee au (2) du theoreme 14.1.11 
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Theoreme 4-2.3. - - Si D est un (<p,T) -module etale sur E, absolument irreductible et 
de dimension 2, alors II(D) an est Vimage de D^P 1 dans 11(D) = D^P 1 /(D^P 1 ) bor . 

Si V est une representation i?-lineaire absolument irreductible de dimension 2 de 
Gal(Q p /Q p ) qui devient cristalline sur une extension abelienne de Q p , alors Breuil avait 
conjecture dans |BB10j une description explicite de n(V) an (comme deux induites para- 
boliques localement analytiques, amalgamees au-dessus d'une sous-representation locale- 
ment algebrique commune). Cette conjecture est demontree dans [Liu09j. 

5. Applications 

Nous donnons ici quelques applications de la correspondance et des proprietes de com- 
patibilite qu'elle verifie. 

5.1. Representations triangulines. — Un sous-produit de la construction de la cor- 
respondance, et en particulier de la serie principale unitaire, a ete de degager la notion 
de representation p-adique trianguline de Gal(Q p /Q p ). Comme on l'a dit au §3.3[ les 
representations semi-stables sont triangulines, mais il en existe beaucoup d'autres. On a 
par exemple le resultat suivant de [Kis03j (pour les formes modulaires p-adiques et les 
representations qui leur sont associees, voir le rapport [Eme09j d'Emerton). 

Theoreme 5.1.1. - - Les representations associees aux formes modulaires paraboliques 
surconvergentes de pente finie sont triangulines. 

Tout comme la theorie de Hodge p-adique est un outil indispensable pour l'etude des 
formes modulaires, la theorie des representations triangulines est au cceur de l'etude des 
formes modulaires et automorphes p-adiques ; c'est par exemple le theme de [BC09| et 
des nombreux travaux qui s'en inspirent. 

5.2. Reduction des representations cristallines. — Soient k ^ 2 et a p e 

et Vk t a p la representation definie au §2.11 Si on en choisit un 0£-:reseau stable par 
Gal(Q p /Q p ), que Ton reduit ce reseau modulo et qu'on semi-simplifie cette reduction, 
on obtient une representation /c^-lineaire semi-simple Vk, ap qui ne depend pas du choix du 
reseau par le principe de Brauer-Nesbitt. La question se pose alors de determiner Vk,a p - 
Si k ^ p, alors la reponse est donnee par la theorie de Fontaine-Laffaille (voir [FL82J) 
et on trouve que V k,a v = ind^^ -1 )- En utilisant la theorie des modules de Wach (une 
specialisation de la theorie des (ip, r)-modules dans le cas cristallin), on peut calculer V 
pour k = p + 1 et pour k ^ p + 2 si val p (a p ) ^ [(k - 2)/(p + 1)J (voir jBLZ04] 
pour ces calculs, et | Vie 10] pour des ameliorations ponctuelles de la borne sur val p (a p )). 
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Hors du disque val p (a p ) ^ \_(k — 2)/(p + 1)J, on n'a pas de formule generale et les 
calculs informatiques de [SS02J, etendus ensuite par Buzzard, montrent que la situation 
se complique quand k augmente. En particulier, V k,a p depend de a p d'une maniere de 
plus en plus compliquee. 

Le theoreme 14.2 . II montre que V k,a p est determined par Hk,a p , ce qui permet de calculer 
Vk,a p dans les cas ou on peut calculer IIfc j0 . C'est ce qu'a fait Breuil pour k ^ 2p dans 
[Bre03b| (et pour k = 2p + 1 dans un travail non publie) et qu'ont fait Buzzard et Gee 
dans [BG09J pour < val p (a p ) < 1. Le theoreme suivant rassemble les resultats que Ton 
connait pour 1' instant (mars 2010). 

Theoreme 5.2.1. - - La representation V k,a p est connue dans les cas suivants 

1. Si 2 < k < p + I, alors V k , ap = ind^ -1 )- 

2. Pour k = p + 2 

(a) si 1 > val p (a p ) > 0, alors Vk, ap = ind(a;|) 

(b) si val p (a p ) ^ 1, et si X 2 — a p /p • A + 1 = 0, alors Vk,a p = © ufi\-i. 

3. Pour 2p ^ k ^ p + 3 

(a) si 1 > va\ p (a p ) > 0, alors Vk, ap = ind(u;2 _P ) 

(b) si val p (a p ) = 1, et si X = a p /p ■ (k — I), alors Vk, ap = u k ~ 2 fi\ © uju\-i 

(c) si val p (a p ) > 1, alors Vk, ap = ind^^ 1 )- 

4. Pour k = 2p + 1 (etp^2) 

(a) si \a\ p {a 2 p + p) < 3/2, alors V k , ap = ind(tt|) 

(b) siva\ p (a 2 +p) ^ 3/2, alorsV kjap = w,u A ©u;/i A -i ou X 2 -(a 2 + p)/(2pa p )- A+l = 
0. 

5. Pour k ^ 2p + 2, les resultats ne sont que partiels 

(a) si val p (a p ) > \_(k — 2)/(p — 1)J, a/ors V k,a p = ind(co>2 _1 ) (qui est reductible si 
p + 1 divise k — 1) 

(b) sz < val p (a p ) < 1 et t represente k — 1 mod p — 1 dans {1, . . . ,p — 1}, alors 

(i) ^fc,a p = ind(u4) p — 1 ne divise pas k — 3 

(ii) Vfc iap £ {ind(u4), w/x A © w/i A -i} pour un certain X si p — 1 divise k — 3. 

On ne dispose pas pour l'instant de formule generale, meme conjecturale, pour Vk,a p - 
Mentionnons tout de meme la conjecture suivante de Buzzard (pour p ^ 2). 

Conjecture 5.2.2. - - Si k est pair et siV \, ap est reductible, alors val p (a p ) est un entier. 

Le probleme analogue dans le cas semi-stable du calcul des Vk,c se pose et le theoreme 
14.2.11 s'applique la aussi. 
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5.3. Conjecture de Fontaine- Mazur. — Si / = Yl n >i a nQ n est une forme modulaire 
parabolique propre de poids k, de niveau N et de caractere e, et si E = Q P ({a n }n^i), 
alors grace a |Del69] on sait qu'il existe une representation i?-lineaire Vf de dimension 
2 de Gal(Q/Q) telle que Vf est non-ramifiee en tout £ \pN et telle que, pour ces £, on a 
det(X - Fr^) = X 2 - a e X + e(£)£ k -\ 

On sait par ailleurs que la restriction de Vf a Gal(Q p /Q p ) est potentiellement semi- 
stable et Fontaine et Mazur ont formule dans [FM95J la conjecture suivante. 

Conjecture 5.3.1. - - SiV est une representation E -lineaire irreductible de dimension 
2 de Gal(Q/Q) qui est non-ramifiee en presque tout I ^ p, et dont la restriction a 
Gal(Q p /Q p ) est potentiellement semi-stable a poids de Hodge-Tate distincts, alors il existe 
une forme modulaire parabolique propre telle que V est la tordue de Vf par un caractere. 

Notons V la reduction modulo de V. 

Theoreme 5.3.2. — La conjecture de Fontaine- Mazur est vraie, si Von suppose que V 
satisfait certaines hypotheses techniques. 

Ce theoreme a ete demontre independamment par Kisin (voir [Kis09j) et par Emerton 
(voir [E melO] ). Les « hypotheses techniques > de Kisin sont les suivantes. 

1. p ^ 2 et V est impaire, 

2- V lcai(Q/Q(Cp)) es ^ absolument irreductible, 

3 - V lGal(Q p /Q p ) n ' est P as de la forme Co X x)" 

Les « hypotheses techniques » d'Emerton sont (1) et (2) et 
3'- V |oai(Q /q p ) n ' es t P as de la forme ( \ J x ) ni de la forme ( o x)- 
La methode d'Emerton donne alors un resultat supplement aire : si on suppose que 
V | Ga i(Q /q p ) es ^ trianguline (au lieu de potentiellement semi-stable), alors V provient 
d'une forme modulaire parabolique surconvergente de pente finie. 

L'outil le plus puissant dont on dispose pour l'instant afin de demontrer la modularite 
de certaines representations galoisiennes est l'etude de leurs espaces de deformations. 
C'est cette methode qui a permis a Wiles de demontrer dans [Wil95j la modularite des 
courbes elliptiques semi-stables. 

Dans leur article [BM02J, Breuil et Mezard ont propose une conjecture reliant certains 
anneaux parametrant les deformations potentiellement semi-stables d'une representation 
V, et certaines representations de GL 2 (Z p ). Plus precisement, pour un certain type 
de parametres (k, r, V) de deformations, ils definissent une multiplicite galoisienne 
fJ>Gai(k,T,V) et une multiplicite automorphe fiAnt(k, t, V). La multiplicite galoisienne 
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mesure la « taille » de l'anneau des deformations de type (k,r, V), tandis que la multi- 
plicite automorphe depend de V et de la reduction modulo p de certaines representations 
de GL 2 (Z p ) associees a k et r par la correspondance locale de Langlands « classique >. 
La conjecture de Breuil-Mezard est alors que /XGai(&> r ? V) — A*Aut(^> r, V). 

Le foncteur de Colmez V i— > II (V) etant defini de maniere assez naturelle, il s'etend 
aux families et definit par suite un foncteur de l'espace des deformations de V vers 
l'espace des deformations de II(V) (c'est d'ailleurs cet argument qui est utilise par Kisin 
dans |KislOj ). Cette construction, ainsi que le theoreme 14.2.21 concernant les vecteurs 
localement algebriques, permettent a Kisin de faire le lien entre multiplicite galoisienne 
et multiplicite automorphe, et par suite de demontrer la conjecture de Breuil-Mezard. 
Ceci lui donne des renseignements precis sur les anneaux de deformations de V qui lui 
permettent alors d'appliquer les techniques de modularite et de demontrer la conjecture 
de Fontaine-Mazur. 

Remarquons pour terminer que la conjecture de Breuil-Mezard etait inspiree des cal- 
culs de |BCDT0l] dont le principal resultat etait la modularite de toutes les courbes 
elliptiques defmies sur Q et c'est la redaction de [BM02] qui a contribue a donner a 
Breuil l'idee de la construction de la correspondance de Langlands p-adique. La boucle 
est done bouclee, puisque cette correspondance de Langlands p-adique pour GL 2 (Q P ) 
permet a present de demontrer une vaste generalisation du resultat de [BCDT Olj. 
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